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Wiskunde en schaak

G.H. Hardy, A Mathematician’s Apology
A chess problem is genuine mathematics, but it is in some way “trivial”
mathematics.



Schaak en wiskunde

= N W s~ 1o N




Wereld kampioenschap 2021

Caruana-Nepomniachtchi — foto: Lennart Ootes, Norway Chess



De problemen



Een snelle uitleg

Niet-aanvallende dames

1. Het klassieke n-Koninginnenprobleem

2. Op een torus
Dominerende stukken

3. Op een schaakbord
4. Op polyomino’s

Varia

5. Paardentour, betegeling en graaf

6. Wat je wilt!



8-Koninginnenprobleem




Het probleem

Hoeveel manieren zijn er om 8 dames op een 8 x 8 schaakbord te
zetten zodat geen enkele dame een andere dame aanvalt?
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Backtracking
Brute force

= Plaats alle dames
= Test

= Ja of nee



Backtracking

Brute force
= Plaats dames één bij één
= Plaats alle dames
= Test
= Test
= Ja en doorgaan of nee en

= Ja of nee
teruggaan
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Backtracking
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Complexiteit

Hoewel je backtracking kan gebruiken, blijft de complexiteit groot. Brute
force is (6;), dus ongeveer n"
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Geschiedenis van het probleem



Eerste versie

= Schachzeitung: Duits schaaktijdschrijft
1846-1988

Zuei Schachfragen, = Schachfreund is Max Bezzel

Vor einiger Zeit wurden uns von einem Schachfreunde
awei Fragen vorgelegt, dio wir, weil sie in das Fach der Pro-
bleme gehiren, unsern Lesern mittheilen. Die Lisungen er-
scheinen allerdings nicht sehr schwierig, indessen kaun doch
besonders die zweile Frage den Wolteifer anregen, und es
wird uns eine angenchme Pllicht sein, dic Stimmen zu sammeln.

I

363

Wie vielo Steine mit der Wirksamkeit der Dame kinnen
auf das im Uebrigen leere Brett in der Art aufgestellt werden,
dass keiner den andern angreift und deckl, und wie miissen
sie aufgostellt werden?

.

Wie ist der Konig mit scinen sieben Officicren auf dem
im Uebrigen leeren Brelte aufzustellen, damit die Wabl zwischen
der grisstmoglichen Anzabl von Ziigen bleibe, und welches ist
diese Zahl? (Der feindliche Konig soll mit aufgestellt werden,
jedoch so, dass er nicht in Schach steht.)

In Magdeburg, wo der dltere Schachclub, der seiner Zeit

Schachzeitung, September 1848 Max Bezzel — foto : Wikipedia
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Karl Friedriech Gauss
(1777-1855) — gravuur:
Britannica

Prins van de wiskunde
Astronoom, meetkundiger, landmeter
|Jverige correspondent

pauca sed matura
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Briefwisseling

= Van september tot en met oktober
1850, briefwisseling over het
8-koninginnenprobleem met
Schumacher

= Gauss geeft een oplossing

= Omazichtig en niet opgelost

Briefwedfel
C.F. Gauss und H. C, Schumacher. |

Hersgeseben

€A £ Peters

Briefwisseling
Gauss-Schumacher — Editie
1863
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Briefwisseling

= Van september tot en met oktober
1850, briefwisseling over het
8-koninginnenprobleem met
Schumacher

= Gauss geeft een oplossing

= Omazichtig en niet opgelost

Heinrich Christian Schumacher
— gravuur : Wikipedia
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Briefwisseling

= Van september tot en met oktober
1850, briefwisseling over het
8-koninginnenprobleem met
Schumacher

= Gauss geeft een oplossing

= Omazichtig en niet opgelost

= Schumacher stierf in december 1850 Heinrich Christian Schumacher
— gravuur : Wikipedia
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Gauss’ oplossing




Oplossing van Gauss

Brief aan Schumacher, 20 september 1850
Schwer ist es ubrigens nicht, durch ein methodisches Tatonnireu sich
diese Gewissheit zu verschaffen, wenn man 1 oder ein Paar Stunden

daran wenden will.
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1. Eén dame in elke kolom en één in elke rij
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1. Eén dame in elke kolom en één in elke rij

2. Permutatie van {1,2,...,8} (positie van Dame i)
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1. Eén dame in elke kolom en één in elke rij

2. Permutatie van {1,2,..., 8} (positie van Dame i)
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(5,2,6,1,7,4,8,3)
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Gauss’ oplossing

1. Begin met een torenoplossing (permutatie)

2. Zorgen voor diagonalen
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Diagonalenzorg

= Twee types van diagonalen : NO (richtingscoéfficiént 1) en ZO
(richtingscoéfficiént —1)
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Diagonalenzorg

= Twee types van diagonalen : NO (richtingscoéfficiént 1) en ZO
(richtingscoéfficiént —1)
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Diagonalenzorg

= Twee types van diagonalen : NO (richtingscoéfficiént 1) en ZO
(richtingscoéfficiént —1)
= twee dames (j, y;) en (k, yx) delen dezelfde diagonaal NO als
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Diagonalenzorg

= Twee types van diagonalen : NO (richtingscoéfficiént 1) en ZO
(richtingscoéfficiént —1)
= twee dames (j, y;) en (k, yx) delen dezelfde diagonaal ZO als

Yiti=yc+k

y=—-x+b
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Diagonalenzorg

()1, .--,ys) is een oplossing als voor alle k,j € {1,...,8}

Y+ k#yi+]j Yk —k# yi—J)
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Diagonalenzorg

()1, .--,ys) is een oplossing als voor alle k,j € {1,...,8}
Ykt k#yi+j Yk —k# yj—Jj)

Bijvoorbeeld (1,5,8,6,3,7,2,4) is een oplossing:

1l 5| 8] 6] 3] 7] 2| 4 1| 5| 8| 6| 3] 7| 2| 4
+1 1] 2| 3| 4|5 6|7 8 -|1| 2/ 3/ 4/ 5| 6| 7| 8
\2\ 7\ 11\ 10\ 8\ 13\ 9\ 12 \0\ 3\ 5\2-2 1| 5] -4
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Diagonalenzorg

()1, .--,ys) is een oplossing als voor alle k,j € {1,...,8}
Ykt k#yi+j Yk —k# yj—Jj)

Bijvoorbeeld (1,5,8,6,3,7,2,4) is een oplossing:

1l 5| 8] 6] 3] 7] 2| 4 1| 5| 8| 6| 3] 7| 2| 4
+1 1] 2| 3| 4|5 6|7 8 -|1| 2/ 3/ 4/ 5| 6| 7| 8
\2\ 7\ 11\ 10\ 8\ 13\ 9\ 12 \0\ 3\ 5\2-2 1| 5] -4

Maar (1,5,2,6,3,7,4,8) is er geen omdat 8 +1 =1+ 8.

19



Complexiteit is nu faculteit in n voor een n x n schaakbord.

S1=(1,7,4,6,8,2,5,3) $2=(1,7,5,8,2,4,6,3) S3=(2,4,6,8,3,1,7,5)
547(4 1,5,8,2,7,3,6) S4=(5,1,8,4,2,7,3,6) S6 =(3,1,7,5,8,2,4,6)
=(5,1,4,6,8,2,7,3) $8=1(7,1,3,8,6,4,2,5) 59 =(5,1,8,6,3,7,2,4)
=(5,7,1,4,2,8,6,3) S11=(6,3,1,8,4,2,7,5) SI2=(5,3,1,7,2,8,6,4)
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Veralgemening met een kopje
koffie




Georg Pélya — Wikipedia

Hongaarse, Zwitse en Amerikaanse
wiskundige (1887-1985)

How to Solve It?

Algebra, combinatoriek, analyse,
onderwijs, etc.

Interessrert zich voor het probleem van
n dames in 1918 met een kleine
aanpassing
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Mooie kopjes
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Uber die "doppelt-periodischen” Lésungen des
n-Damen-Problems

1918

Het n-Damesprobleem
met dubbel periodische
oplossingen, bref op een
torus!
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Dames op tori
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How to Solve It?

Hoeveel oplossingen zijn er voor het 8 koninginnenprobleem op een
torus?
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Antwoord...

8,17

8,2,6

8,3,5

8,4,4

8,53

8,6,2

87,1

8,8,8

7,18

7,3,6

7,4,5

7,54

7,6,3

77,2

78,1

6,1,1

6,3,7

6,4,6

6,55

6,6,4

6,7,3

6,8,2

51,2

53,8

54,7

55,6

56,5

57,4

58,3

43,1

4,4,8

4,5,7

4,6,6

4,7,5

4,8,4

S8

882

3,41

3,58

3,6,7

3,7,6

2,24

2,4,2

2,51

2,6,8

2,7,7

1,43

16,1

1,78
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Theorem van Pdlya

Probleem des n dames op een torus

Er is een oplossing als en slechts als n ...
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Een paar woorden over de andere
problemen




Dominerende dames

D(n) is het minimale aantal dames nodig om alle velden op een n x n
schaakbord te beschermen.

d(n) is hetzelfde met de extra conditie dat de dames zichzelf niet kunnen
aanvallen.
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Polyominos en kunstgalerieén

Polyomino

Een polyomino is een betegeling van samenhangende velden. In

dimensie d is het een samenhangende deelverzameling van Z7.

Alpert, H., Roldan, E. Art Gallery Problem with Rook and Queen Vision. Graphs and
Combinatorics 37, 621-642 (2021) Fig. 5
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