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Un brin de moi

Alexis au Championnat international de Varennes – photo Robbie Paquin
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Maths et échecs

G.H. Hardy, A Mathematician’s Apology
A chess problem is genuine mathematics, but it is in some way ”trivial”
mathematics.
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Échecs et maths

80Z0Z0j0Z
7Z0Z0Z0Z0
60Z0Z0oKZ
5Z0Z0ZPaP
40ZBm0Z0Z
3Z0Z0Z0Z0
20Z0Z0Z0Z
1Z0Z0Z0Z0

a b c d e f g h
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Championnat du monde d’échecs

Caruana-Carlsen – photo : The Guardian

Go Fabi!

5



Championnat du monde d’échecs

Caruana-Carlsen – photo : The Guardian

Go Fabi!
5



Résoudre le problème



Le mouvement des dames

Mouvement de la dame
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Résolvez!

Êtes-vous capable de placer huit dames sur un échiquier sans
qu’elles ne puissent s’entrecapturer?

80Z0Z0Z0Z
7Z0Z0Z0Z0
60Z0Z0Z0Z
5Z0Z0Z0Z0
40Z0Z0Z0Z
3Z0Z0Z0Z0
20Z0Z0Z0Z
1Z0Z0Z0Z0

a b c d e f g h
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Solution

Quel brave ou quelle bravesse veut montrer sa solution?
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Solution

Merci à Francis Huot-Chantal Solution
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http://localhost:8888/notebooks/Dropbox/Conferences/2018-11-28-clubmath/probleme8dames.ipynb


Méthodes

Force brute

• Place toutes les dames
• Teste
• Accepte ou refuse

Retour sur trace
• Place une dame à la fois
• Teste
• Accepte et continue ou

refuse et revient
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Retour sur trace

80Z0Z0Z0Z
7Z0Z0ZQZ0
6QZ0Z0Z0Z
5Z0Z0L0Z0
40Z0Z0Z0L
3Z0Z0ZQZ0
20Z0L0Z0Z
1ZQZ0Z0Z0

a b c d e f g h
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Retour sur trace
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Un brin d’histoire



Problème, version originale

Schachzeitung, Septembre 1848

• Schachzeitung : journal d’échecs allemand
1846-1988

• Schachfreund est Max Bezzel

Max Bezzel – photo : Wikipedia
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Gauss, un aperçu

Karl Friedriech Gauss
(1777-1855)– gravure :
Britannica

• Prince des mathématiques
• Astronome, géomètre, arpenteur

• Correspondant assidu
• Grande rigueur
• pauca sed matura
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Correspondance

• De septembre à octobre 1850,
correspondance sur le problème des
huit dames avec Schumacher

• Gauss y expose un plan de solution
• Il reste très circonspect

• Schumacher meurt en décembre 1850

Correspondance
Gauss-Schumacher – recueil
1863
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Résoudre avec Gauss



Résolution de Gauss

Lettre à Schumacher, 20 septembre 1850
Schwer ist es ubrigens nicht, durch ein methodisches Tatonnireu sich
diese Gewissheit zu verschaffen, wenn man 1 oder ein Paar Stunden
daran wenden will.
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La résolution gaussienne

1. Une dame par colonne et une dame par rangée

2. Permutation de {1, 2, . . . , 8}

80Z0Z0ZQZ
7Z0Z0L0Z0
60ZQZ0Z0Z
5L0Z0Z0Z0
40Z0Z0L0Z
3Z0Z0Z0ZQ
20L0Z0Z0Z
1Z0ZQZ0Z0

a b c d e f g h (5, 2, 6, 1, 7, 4, 8, 3)
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La résolution gaussienne

1. Une dame par colonne et une dame par rangée
2. Permutation de {1, 2, . . . , 8}
3. Gérer les diagonales
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Gérer les diagonales

• Deux types de diagonales : NE et SE

• Deux dames (j, yj) et (k, yk) sont sur la même diagonale NE si

yj + k = yk + j (1)
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Gérer les diagonales

Pour vérifier une position (y1, . . . , y8), il suffit de s’assurer que pour tout
k, j ∈ {1, . . . , 8} nous ayons

yk + k ̸= yj + j yk + (9 − k) ̸= yj + (9 − j)

Par exemple, (1, 5, 8, 6, 3, 7, 2, 4) est une solution :
1 5 8 6 3 7 2 4

+ 1 2 3 4 5 6 7 8
2 7 11 10 8 13 9 12

1 5 8 6 3 7 2 4
+ 8 7 6 5 4 3 2 1

9 12 14 11 7 10 4 5
,

Mais (1, 5, 2, 6, 3, 7, 4, 8) n’en est pas une, car 8 + 1 = 1 + 8.

20
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Le reste

Pour le reste, il suffit de gérer les solutions équivalentes.
Pour référence :

S1 = (1, 7, 4, 6, 8, 2, 5, 3) S2 = (1, 7, 5, 8, 2, 4, 6, 3) S3 = (2, 4, 6, 8, 3, 1, 7, 5)
S4 = (4, 1, 5, 8, 2, 7, 3, 6) S4 = (5, 1, 8, 4, 2, 7, 3, 6) S6 = (3, 1, 7, 5, 8, 2, 4, 6)
S7 = (5, 1, 4, 6, 8, 2, 7, 3) S8 = (7, 1, 3, 8, 6, 4, 2, 5) S9 = (5, 1, 8, 6, 3, 7, 2, 4)

S10 = (5, 7, 1, 4, 2, 8, 6, 3) S11 = (6, 3, 1, 8, 4, 2, 7, 5) S12 = (5, 3, 1, 7, 2, 8, 6, 4)
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Généralisation avec une tasse de
café



Pólya

George Pólya

• Mathématicien hongrois, suisse et
américain (1887-1985)

• How to Solve It?
• Algèbre, combinatoire, enseignement,

analyse, etc.
• Attaque le problème des huit dames en

1918

22



Pólya attaque
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Pólya défend

Über die ”doppelt-periodischen” Lösungen des
n-Damen-Problems

• Publié en 1918
• Le problème des

n-dames doublement
périodique, bref sur un
tore!
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Les dames sur un tore
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How to Solve It?

Combien y a-t-il de solutions au problème de huit dames pour un
échiquier toroïdal?
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Solutions du public

Qu’avez-vous trouvé?
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Réponse à la question…

Il n’y en a pas!

S’il y en avait une, il y aurait une dame par colonne, une par ligne et une
par diagonale. Notons (rangée,colonne,diagonale) :

(1,1,6)

(2,1,5)

(3,1,4)

(4,1,3)

(5,1,2)

(6,1,1)

(7,1,8)

(8,1,7)

(1,2,5)

(2,2,4)

(3,2,3)

(4,2,2)

(5,2,1)

(6,2,8)

(7,2,7)

(8,2,6)

(1,3,4)

(2,3,3)

(3,3,2)

(4,3,1)

(5,3,8)

(6,3,7)

(7,3,6)

(8,3,5)

(1,4,3)

(2,4,2)

(3,4,1)

(4,4,8)

(5,4,7)

(6,4,6)

(7,4,5)

(8,4,4)

(1,5,2)

(2,5,1)

(3,5,8)

(4,5,7)

(5,5,6)

(6,5,5)

(7,5,4)

(8,5,3)

(1,6,1)

(2,6,8)

(3,6,7)

(4,6,6)

(5,6,5)

(6,6,4)

(7,6,3)

(8,6,2)

(1,7,8)

(2,7,7)

(3,7,6)

(4,7,5)

(5,7,4)

(6,7,3)

(7,7,2)

(8,7,1)

(1,8,7)

(2,8,6)

(3,8,5)

(4,8,4)

(5,8,3)

(6,8,2)

(7,8,1)

(8,8,8)
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…version problémiste!

(1,1,6)

(2,1,5)

(3,1,4)

(4,1,3)

(5,1,2)

(6,1,1)

(7,1,8)

(8,1,7)

(1,2,5)

(2,2,4)

(3,2,3)

(4,2,2)

(5,2,1)

(6,2,8)

(7,2,7)

(8,2,6)

(1,3,4)

(2,3,3)

(3,3,2)

(4,3,1)

(5,3,8)

(6,3,7)

(7,3,6)

(8,3,5)

(1,4,3)

(2,4,2)

(3,4,1)

(4,4,8)

(5,4,7)

(6,4,6)

(7,4,5)

(8,4,4)

(1,5,2)

(2,5,1)

(3,5,8)

(4,5,7)

(5,5,6)

(6,5,5)

(7,5,4)

(8,5,3)

(1,6,1)

(2,6,8)

(3,6,7)

(4,6,6)

(5,6,5)

(6,6,4)

(7,6,3)

(8,6,2)

(1,7,8)

(2,7,7)

(3,7,6)

(4,7,5)

(5,7,4)

(6,7,3)

(7,7,2)

(8,7,1)

(1,8,7)

(2,8,6)

(3,8,5)

(4,8,4)

(5,8,3)

(6,8,2)

(7,8,1)

(8,8,8)

• La somme des indices pour chaque
position possible est un multiple de 8

• Une solution serait trois permutations :
les 8 rangées, les 8 colonnes et les 8
diagonales.

• Or,

3
( 8∑

k=1
k
)

= 38 · 9
2 = 216 = 22 · 33

n’est pas un multiple de 8.
• Il ne peut donc pas y avoir de solution!
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…version problémiste!
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Solution de Pólya

Pólya considère le cas général d’un échiquier toroïdal n × n.

Comme
Gauss, une solution possible est une permutation de {1, 2, . . . , n}. La
condition toroïdale consiste en l’ajout d’un modulo aux conditions de
diagonales. Cela revient à que pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}

yk + k ̸≡ yj + j mod n, yk − k ̸≡ yj − j mod n.

Ou encore, que les fonctions

k 7→ yk, k 7→ yk + k mod n, k 7→ yk − k mod n

soient des bijections de (1, . . . , n) vers (1, . . . , n).
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Théorème de Pólya

Problème des n dames sur un tore
Le problème des n dames sur un tore admet une solution si et
seulement si pgcd(n, 6) = 1.
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Théorème de Pólya, preuve 1

Problème des n dames sur un tore
Le problème des n dames sur un tore admet une solution si et
seulement si pgcd(n, 6) = 1.

Preuve ⇐
Si pgcd(n, 6) = 1, alors k 7→ 2k mod n est une solution. En effet,
comme 2 ∤ n, c’est une bijection.

Comme 3 ∤ n, la fonction
k 7→ 2k + k mod n est une bijection. Comme k 7→ 2k − k mod n est
trivialement une bijection, les trois conditions sont respectées.
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Théorème de Pólya, preuve 2

Problème des n dames sur un tore
Le problème des n dames sur un tore admet une solution si et
seulement si pgcd(n, 6) = 1.

Preuve ⇒
Soit k 7→ yk une solution. Cela veut dire que k 7→ yk − k mod n est une
permutation de {1, . . . , n},

donc :
n∑

j=1
(yj − j) ≡

n∑
j=1

j mod n ≡ n(n + 1)
2 mod n

Mais
n∑

j=1
(yj − j) =

n∑
j=1

yj −
n∑

j=1
j = 0.

Donc, n divise n(n + 1)/2, un nombre impair. Bref, 2 ∤ n.
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Théorème de Pólya, preuve 2

Preuve ⇐
Soit k 7→ yk une solution. Cela veut dire que k 7→ yk − k mod n et
k 7→ yk + k mod n sont des permutations de {1, . . . , n},

donc :
n∑

j=1
(yj + j)2 ≡

n∑
j=1

(yj − j)2 ≡ n(n + 1)(2n + 1)
6 mod n.

Avec (yj + j)2 = y2
j + 2yjj + j2 et (yj − j)2 = y2

j − 2yjj + j2

n∑
j=1

(yj − j)2 +
n∑

j=1
(yj + j)2 ≡ 4

n∑
j=1

j2 mod n.

Mais en développant, cela donne

n
3 ≡ 2n

3 mod n

donc 3 ne divise donc pas n. Comme n n’est ni divisible par 2, ni par 3,
alors pgcd(n, 6) = 1.
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Conclusion

• Analyser les bornes sur le nombre de solutions
• Tester des méthodes algorithmiques

• Solveur quantique
• Erbas, Tanik et Nair (1993) Storage de mémoire parallèle
• Yang, Wang, Liu et Chang (2001) Procession d’images,
• Dean et Parisi (1998) Transition de phase
• Yamamoto, Kitamura et Yoshikura (1984) Modèle d’acides

nucléiques
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Questions?
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